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Rappels

< Etat des lieux

< Plan de
conception, de mise
en ceuvre et de
validation d’un test
(version classique)

< Plan de
conception, de mise
en ceuvre et de
validation d’un test

(version moderne) Rapp BIS

« Rappel :
normalisation de la
région de décision
(approche classique)

Puissance d’un test

Cas d’'une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Etat des lieux

Rappels . . z - 7
® quatre situations etudiees

< Pland vpry s , .
concaenptisn, de mise » t{est sur une prObablllte (paS en detall)

en oceuvre et de

validation d'un test > test sur une espérance a variance connue (peu d’intérét

(version classique)

< Plan de pratique)

conception, de mise
en ceuvre et de

validation d'un test > test sur une variance (a connaitre parfaitement)

(version moderne)

oBappel: > test sur une espérance a variance inconnue connue (a
normalisation ae la N .
région de décision connaitre parfaltemen’[)

(approche classique)

Puissance d’un test

Cas d’'une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Plan de conception, de mise en ceuvre et de
validation d’un test (version classique)

Rappels

+ Etat des lieux

< Plan de
conception, de mise
en ceuvre et de

validation d’un test
(version classique)

% Plan de
conception, de mise
en ceuvre et de
validation d’un test
(version moderne)
« Rappel :
normalisation de la
région de décision
(approche classique)

Puissance d’un test

Cas d’'une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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0.

o o

spécification du modele : X(a préciser) ~ £(6,,0,,...) a
définir

spécification des hypotheses (en fonction des parametres
du modele)

— hypothese nulle : Hp
— hypothese alternative H;

statistique de test (T : v.a. fonction de I'échantillon) et loi
de cette statistique (sous Hy et sous H;)

spécification de la forme des régions de décision et
normalisation des régions (risque de 1ere espece)
experimentation, obtention de I'échantillon, calcul de la
statistique de test observée ¢,

décision

éventuellement si D(H,) calcul de la puissance
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Plan de conception, de mise en ceuvre et de
validation d’un test (version moderne)

Rappels

+ Etat des lieux

< Plan de
conception, de mise
en ceuvre et de
validation d’un test
(version classique)

< Plan de
conception, de mise
en ceuvre et de

validation d’'un test
(version moderne)

« Rappel :
normalisation de la
région de décision
(approche classique)

Puissance d’un test

Cas d’'une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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0.

Sl

N o o

spécification du modele : X(a préciser) ~ £(6,,0,,...) a
définir

spécification des hypotheses (en fonction des parametres
du modele)

— hypothese nulle : Hp
— hypothese alternative H;

statistique de test (T : v.a. fonction de I'échantillon) et loi
de cette statistique (sous Hy et sous H;)

spécification de la forme des régions de décision
experimentation, obtention de I'échantillon, calcul de la
statistique de test observée ¢,

calcul de la probabilité critique minpp,) Ps,ep,

décision

éventuellement si D(H,) calcul de la puissance
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Rappel : normalisation de la région de décision

(approche classique)
‘? E}at ciljes lieux S 7 I | I S
c;oncaenptign, de mise O D 1

en oceuvre et de
validation d’un test
(version classique)

% Plan de o/
conception, de mise
en ceuvre et de

validation d'un test o /2 o/2

(version moderne) |

« Rappel :

normalisation de la 4 \
région de décision

0.3

0.2

0.1

0.0

(approche classique)

Puissance d’un test Ho

Cas d’une variance e la frontiere [ (en bleU) est telle que

inconnue

Comparaison

d’espérances (de P(T > l) =a

moyennes)

> donc [ est fonction du quantile de proba 1 - 3 d'une

gaussienne selon

o
I=po+—=2_¢

\/ﬁ
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Rappels

Puissance d’un test
« Risques
< Intérét d’'une
expérience de test
«» Puissance d’un
test
«» Puissance d’un
test : rappel

[ ]
% Puissance d’un P d)
oot STorrete uissance d un test
«» Puissance d’un
test : représentation

« Puissance d’un
test : représentation

< Puissance d’'un
test : controle
«» Puissance d’'un
test : controle
«» Puissance d’'un
test : controle
< Puissance d’'un
test : controle

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Risques

Rappels

Puissance d’un test

® on connait deux risques :

— le risque de 1ere espece qui est contrdle lors de la

< Intérét d’une

expérience de test normalisation (version classique) ou lors de la décision
i (version moderne)

Ml — le risque de 2éme espéce qui est donc contraint par le
* Puissance d'un choix du risque de 1ere espece

test : alternative
«» Puissance d’'un
i e le risque de 2eme espece n'est donc pas controlé
«» Puissance d’'un
test : représentation
«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

> il peut étre judicieux de le calculer

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Intérét d’'une expérience de test

Rappels

Puissance d’un test

« Risques
< Intérét d’'une

O
>

expérience de test > exemple : on veut identifier un meédicament s'il est actif
>

en géneéeral lorsque I'on met en place un test
on souhaite décider H; lorsque H1 est vraie

«» Puissance d’un
test

# Puissance dun exemple : on veut détecter un déréglage si la machine est
test : rappel déréglée

«» Puissance d’un
test : alternative

4 Puissance d'un s on souhaite donc que : Py, (D(H;) soit eélevéee

test : représentation . . s

% Puissance d'un ® or PH1 (D(Hy))=1- PH1 (D(Hp)) =1- ,B (rlsque de deuxieme
test : représentation <

% Puissance d’'un eSpece)

test : contréle L . s .

Pl ® minimiser le risque de deuxieme espece est donc

est : controle , . R ..

% Puissance d'un eqU|Va|ent a maximiser PH1 (D(Hl))

test : controle
< Puissance d’'un
test : controle

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test

Rappels :
Puissance d’'un test

« Risques . , T ,
% Intérét d'une La puissance d'un test est sa capacité a détecter H,
expérience de test . P \ L

(quand H; est vraie), elle est donc egale a :

test

« Puissance d'un

test : rappel PHI (D(Hl))

< Puissance d’'un
test : alternative

% Puissance d'un elle est donc égale a 1 - Py, (D(Hy)), Cest-a-direa 1-
test : représentation - . \ \
 Puissance d'un ou p est le risque de 2eme espece.

test : représentation
< Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

< Puissance d’'un
test : controle

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : rappel

Rappels

Puissance d’un test

« Risques
< Intérét d’'une

expérience de test > |a région de décision est ainsi normalisée (on a « décalé »
+ Puissance d’un le graphique)

test
«» Puissance d’un
test : rappel

« Puissance d'un
test : alternative

% Puissance d’un O D 1
test : représentation

«» Puissance d’'un
test : représentation

< Puissance d’'un (@} /

® le calcul de la puissance a eté réalisé pour le test sur
'espérance a variance connue

04

03
I

o~
test : controle =
«» Puissance d’'un
test : controle
% Puissance d’un S

test : controle
« Puissance d’un \
test : controle

Cas d’une variance
inconnue

0.0

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : alternative

Rappels

Puissance d’un test

« Risques
< Intérét d’'une

® onreprésente la loi de la statistique de test pour une
valeur quelconque de H; par exemple u;

expérience de test > Ia Courbe aSSOCiée eSt en rouge
«» Puissance d’'un

test

< Puissance d’'un = I

test : rappel S

9 1
test : alternative

«» Puissance d’'un
test : représentation
< Puissance d’'un > /
test : représentation
< Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

< Puissance d’'un

test : contréle Mo Hla

Cas d’une variance
inconnue

0.3
I

0.2

0.1

0.0

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : représentation

Rappels

Puissance d’un test

« Risques

< Intérét d’'une
expérience de test
«» Puissance d’un
test

«» Puissance d’un
test : rappel

«» Puissance d’un
test : alternative

«» Puissance d’un
test : représentation
«» Puissance d’un
test : représentation
«» Puissance d’un
test : controle

«» Puissance d’un
test : controle

«» Puissance d’un
test : controle

«» Puissance d’un
test : controle

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)

e la puissance est la probabilité de décider H1 (= étre dans
D) quand H; est vraie (= prendre la loi rouge)

> cette puissance est donc la surface en rouge

. e
@) 1

o o/

g \\\\\- M

Ho Mo
> qui vaut donc

o
PN (i1, —=)> D = 1= Fy (D)
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Puissance d’un test : représentation

Rappels

Puissance d’un test

« Risques

e [
< Intérét d’'une 1 — lll ra (l) 1 — FO,I (T

expérience de test Y
« Puissance d’'un \/ﬁ
test o
% Puissance d'un Ho + \/—ﬁzl_% — M1
test : rappel — ] — FO 1( )
% Puissance d’un ’ _0_

test : alternative \/ﬁ

« Puissance d’'un — U
test : représentation — = FO 1 (,UO IJ

« Puissance d'un \/—_
test : représentation n

< Puissance d’'un
test : controle
«» Puissance d’'un
test : controle
«» Puissance d’'un
test : controle
< Puissance d’'un
test : controle

® la puissance vaut donc

_Hl

)

+Z1_%)

I
N

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : controle

Rappels

% Risques > de la valeur de l'alternative (u;)

< Intérét d’'une
expérience de test
«» Puissance d’'un
test

< Puissance d’'un
test : rappel

< Puissance d’un
test : alternative

«» Puissance d’'un
test : représentation

«» Puissance d’'un
test : représentation

test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle 370 372 374 376 378 380

< Puissance d’'un x
test : controle

casqunevariance | > PlUS pl s’éloigne de po plus il est facile de détecter la

e la puissance du test dépend

10

08

puis(, 7, 20, 0.05)

04

0.2

0.0

inconnue différence

C’omp'araison L, .

despérances (de ® pour un déreglage de 5 g, la puissance est 0.8915
yennes)
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Puissance d’un test : controle

Rappels

% Risques > de la valeur de I'ecart-type (o)

< Intérét d’'une
expérience de test
«» Puissance d’'un
test

< Puissance d’'un
test : rappel

< Puissance d’un
test : alternative

«» Puissance d’'un
test : représentation

«» Puissance d’'un
test : représentation

< Puissance d’'un
test : controle

test : controle
«» Puissance d’'un
test : controle 5 6 7 8 o 10

< Puissance d’'un x
test : controle

e la puissance du test dépend

10

08 09

puis(375, X, 20, 0.05)

0.7

0.6
I

Cas d’une variance

Lo > plus o augmente plus il est difficile de détecter la
Comparaison différence

d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : controle

Rappels

% Risques » de la taille de I'échantillon n

< Intérét d’'une
expérience de test

. , =
% Puissance d’un — e oo o
test oo ©°°°
« Puissance d'un o ©
test : rappel 3 o ©
« Puissance d'un )
test : alternative
< Puissance d'un
test : représentation
« Puissance d'un
test : représentation
« Puissance d'un o
test : contréle °
 Puissance d’'un . °
test : controle

< Puissance d’'un T T T T T T T
test : controle o 5 10 15 20 25 30

e la puissance du test dépend

0.6 08
I

puis(375, 7, x, 0.05)

04

0.2

< Puissance d’'un x
test : controle

Cas d'une variance > plus n augmente plus il est facile de détecter la différence

inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : controle

FEpRs o la puissance du test dépend AUSSI

% Risques > du risque de premiere espece

<> Ini[élrét d’'une ) ) . . N ;
it > mais, en toute rigueur, le risque de premiere espece doit
% Fulssance dun A oz . .

test etre fixé a priori

% Puissance d’'un

e s on ne devrait donc pas « jouer » avec le risque de

test : alternative premiére eSpéCG

«» Puissance d’'un
test : représentation
< Puissance d’'un
test : représentation
< Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

«» Puissance d’'un
test : controle

< Puissance d’un

test : controle

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

< Puissance d’'un
test : cas d’'une
variance inconnue
« Limite de décision
pour une loi de
Student C d ) o o

4 Loi dans das d' une variamnce incomnnue
I'alternative

< Loi de Student
décentrée

< Calcul de la
puissance d’un test
de Student

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)
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Puissance d’un test : cas d’une variance
inconnue

Rappels

® le calcul de la puissance a eté réalisé pour le test sur
'espérance a variance connue

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

YT e e on le réalise maintenant lorsque la variance n’est pas
e can e connue et qu’on I'estime

variance inconnue
< Limite de décision

pour une i de s on est alors obligé d’utiliser une v.a. centrée (sur pg) et
uaen

% Loi dans pseUdO'rédUite
l'alternative — | | ,
o Lol de Student > divisée par I'estimateur de son écart-type
«» Calcul de la

puissance d’un test >» 0N S’IntéreSSe dOﬂC é. Ia IOl de
de Student

Comparaison X — o
d’espérances (de
moyennes)

Sl

e cette quantité suit une loi de Student a n—1 ddl
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Limite de décision pour une loi de Student

Rappels

Puissance d’un test I

04

IS

Cas d’une variance
inconnue

< Puissance d’'un
test : cas d’'une
variance inconnue
« Limite de décision
pour une loi de ~
Student

< Loi dans
I'alternative

< Loi de Student
décentrée

« Calcul de la
puissance d’un test : —wummﬂﬂ]ﬂm]]]]]m]‘ M

de Student

o~
)

D4

03

0.1

0.0

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)

® pour mémoire on représente la gaussienne (en gris)
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Loi dans I'alternative

Rappels

e lorsque l'on s’intéresse a la loi de la statistique de test
sous H,

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue . g s c
ST > on doit considérer la loi de
test : cas d’'une
variance inconnue Y,

% Limite de décision X — Ho
pour une loi de

S
Student =
"
I'alternative
« Loi de Student
décentrée 7 y ,
Py ® quand X est centrée sur u;, cette v.a. n‘est plus centrée

puissance d’un test
de Student

X — o X — a1 + 1 — o
S

vn

X — —
M1 +H1 S,Uo

S
Vn Vn

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)

Sl
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Loi de Student décentrée

Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

< Puissance d’'un
test : cas d’'une
variance inconnue
% Limite de décision
pour une loi de
Student

«» Loi dans
l'alternative

«» Loi de Student

décentrée

< Calcul de la
puissance d’un test
de Student

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)

T. Dhorne - www.dhorne.education

e la quantité

X—H1 11— Ho
s T s

vn vn

> se décompose en deux termes

X~
S
v . , )

EE qui est une v.a. de décentrage appelée 6
vn

est une v.a. centrée qui suit une loi de Student

e la v.a. précédente est tabulée et est appelée v.a. de
Student décentrée de décentrage H-H

Vvn
J cette v.a. permet de calculer la puissance d'un test de
Student.

UBS - IUT de Vannes |
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Calcul de Ia puissance d’un test de Student

Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

< Puissance d’'un
test : cas d’'une
variance inconnue
« Limite de décision
pour une loi de
Student

«» Loi dans
l'alternative

< Loi de Student
décentrée

< Calcul de la
puissance d’un test

de Student

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)

® on peut appliquer le résultat précédent au calcul de la
puissance en reprenant un exemple proche du précédent.

> la limite de la région de décision est

> les limites des régions de décision sont pour la
gaussienne 1.96 et pour la Student 2.093

> |es puissances correspondantes sont pour la gaussienne
0.8757 et pour la Student 0.8396
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Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison

d’espérances (de
moyennes)

Sospitancos - Comparaison d’espérances (de

modele

< Comparaison

respérances moyennes)
hypothéses

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test

« Cas du test de
Student

« Estimation
optimale de la
variance

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test
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Comparaison d’espérances : modéle

Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de
moyennes)

< Comparaison
d’espérances :
modéle

« Comparaison
d’espérances :
hypothéses

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test

« Cas du test de
Student

« Estimation
optimale de la
variance

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test

e on reste dans le cas d’'une variable d’étude postulée
gaussienne

> le modele est donc encore gaussien (comme jusqu’ici)

e etl'on suppose gu'il existe deux traitements différents qui
agissent sur I'espérance de la variable

> exemple : le rendement pour deux varietés differentes de
blé

> exemple : le poids pour deux traitements amaigrissants
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Comparaison d’espérances : hypothéses

Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de

moyennes)

< Comparaison
d’espérances :
modele

« Comparaison

d’espérances :
hypothéses

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test

« Cas du test de
Student

« Estimation
optimale de la
variance

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test

T. Dhorne - www.dhorne.education

® les hypothéses ne consistent plus a comparer une
esperance a une référence

Y% mais a comparer deux esperances entre elles

— Hp :u =py il n'y a pas d’effet du traitement (de la
varieté)

—  Hop : w1 # u :ily aun effet du traitement (de la variété)

> on peut réécrire ces deux hypothéses sous une forme
différente qui les rapproche du cas déja étudié

— Hoipi—p2=0
— Ho:p1—p2#0

UBS - IUT de Vannes |
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Comparaison d’espérances : statistique de test

Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison

d’espérances (de
moyennes)

% Comparaison
d’espérances :
modele

< Comparaison
d’espérances :
hypothéses

< Comparaison

d’espérances :
statistique de test

« Cas du test de
Student

« Estimation
optimale de la
variance

% Comparaison
d’espérances :
statistique de test

T. Dhorne - www.dhorne.education

o la statistique de test est (naturellement) un estimateur de
H1— M2

> on peut proposer X; — X» (moyenne du groupe 1 -
moyenne du groupe 2)

® siles variances sont les mémes pour les deux traitements
> |a loi de cet estimateur est assez simple
> il s’agit d’'une variable aléatoire gaussienne

— d'espérance u; — ua
— de variance - + -
1 )

e sila variance o2 est connue, on est conduit a un test
gaussien

e sila variance o? est inconnue, on est conduit a un test de
Student

2016 -2017 |
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Cas du test de Student

Rappels

e la seule difficulté restante est I'estimation de o2 : variance
commune aux deux traitements

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

o il existe deux estimateurs potentiels de o*

Comparaison
d’espérances (de

moyennes) — Il'estimateur construit sur le premier echantillon
< Comparaison
d’espérances :
modele 1
< Comparaison
d’espérances : n—1
hypothéses

< Comparaison
d’espérances :

statistique de test — lestimateur construit sur le second échantillon

«» Cas du test de
Student
1 112

Y (X - X1)°

r=1

« Estimati >

optimale de la > (Xor — X)°

variance ny — 1 r=1

“ Comparaison

d’es:pérances : . . . _

statistique de test e il est naturel de chercher a combiner ces deux estimateurs
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Estimation optimale de la variance

Rappels

Puissance d’un test

Cas d’une variance
inconnue

Comparaison
d’espérances (de

moyennes)

< Comparaison
d’espérances :
modele

< Comparaison
d’espérances :
hypothéses

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test
« Cas du test de
Student

< Estimation

optimale de la
variance

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test

> |la combinaison la plus pertinente (et optimale) est la
moyenne pondeéreée (par les degrés de liberté) des deux
estimateurs précédents

(m =D g XoLy (X = X0)? + (g = D) o3 K02y (X = Xo)?

n+ny,—2

Estimateur de ¢*

Lestimateur combiné de la variance pour le test de
Student de comparaison de variance est

YL (X - XD+ X2 (Xor — Xp)*
ny+ny—2
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Comparaison d’espérances : statistique de test

Rappels

la construction des regions de décision est classique

Puissance d’un test

région de rejet bilatérale extérieure

Cas d’une variance
inconnue

la normalisation a peine plus compliquée (voir TD)

Comparaison

d’espérances (de
moyennes)

Y @€ ¥ ©

. . y  gepe . s
il suffit d’utiliser la statistique de Student
< Comparaison
d’espérances :
modele

< Comparaison
d’espérances :
hypothéses

< Comparaison
d’espérances :
statistique de test
« Cas du test de
Student

« Estimation
optimale de la
variance

< Comparaison

d’espérances :
statistique de test
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