Faculté

sciences &
sciences de

l l'ingénieur

Liniversité Bretagne Sud

Analyse Discriminante et Régression Logistique

Cours 1

Thierry Dhorne

18 Janvier 2018

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS  Licence-MIS | 2017-2018 | 1/38



Aspects statistiques

Données statistiques

Modele statistique

Aspects probabilistes

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Aspects statistiques

Conclusion

Faculté
sciences &
sciences de

I'ingénieur
&
®

Université Bretagne Sud

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS  Licence-MIS | 2017-2018 | 2/38



Données statistiques

I'ingénieur
&
®

Université Bretagne Sud

L]
. . L]
Aspects statistiques .
o
L]
Données statistiques
L]
Modele statistique ~ « o
. o
. ° o _|
Aspects probabilistes ¢ ©
. o
L]
. L]
Aspects graphiques . o
.
Aspects calculatoires o o o o
8 3 o o
Lien avec la . % o o
L]
régression . = o o o
H S o o
Conclusion 4 > o o o o
. 4 Lo
. > P o o o
5 = o o
. o
L]
. o o
E o o o o o
° o
. s o o o
. o o o
L]
. o o
L]
L]
L]
L]
L]
L]
Lo
g <~ 1 ©
[ ]
. T T T T T T |
4 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0
b Faculté
1 L sciences &
3 longueur des sépales sciences de
E
(]
L ]
L]
(]
L ]
L ]
L]
(]
L ]
®

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS  Licence-MIS | 2017-2018 | 3/38



Modele statistique
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—————: @ lemodele de régression linéaire a été présenté dans un cadre
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Aspects statistiques

Aspects probabilistes :

Cadre probabiliste
Cas univarié
Cas bivarié - 1

Cas bivarié - 2
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Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Conclusion

Cadre probabiliste

® il existe un cadre probabiliste correspondant

— plus restrictif

— plus compliqué

— mais plus riche

> il s’agit du cadre gaussien multidimensionnel
® nous allons le présenter dans la suite

% nous nous limiterons aux couples gaussiens

> ca suffit pour comprendre
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Cas univarieé
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® Rappel: cadre gaussien unidimensionnel
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Cadre probabiliste E 1 1 (x_mz
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Cas bivarié - 1
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® en dimension 2, on généralise la distribution de Gauss

. e—%(x—uxly—uy)z1 ;:Zi
2 HME:
ou
> X et Y sont les deux variables aléatoires
> de variables muettes x et y
> d’espérances [y et
> de matrice de variance covariance 2

(25 %)
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Cas bivarié - 2
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® du point de vue des probas
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Visualisation de la gaussienne - p = 0.3
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Loi conjointe
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Loi conditionnelle (non renormalisée)
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® on étudie laloi de X pour une valeur fixée de Y (= y)
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Loi conditionnelle (renormalisée)

Aspects statistiques

® on peut vérifier que toutes les lois jointes sont identiques
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Espérance conditionnelle
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Loi marginale (apercu)
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® on étudie laloi de X sans se soucier de (en cumulant sur) Y
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Loi marginale (sommation)
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Loi conditionnelle
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® on étudie laloi de X sans se soucier de (en cumulant sur) Y
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Aspects statistiques

Aspects probabilistes

Aspects graphiques

Aspects calculatoires
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Factorisation du
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Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale
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Densité conjointe - Rappels
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Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Densité conjointe -
Rappels

Factorisation du
terme exponentiel

Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
dans un couple de
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factorisée
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Factorisation du terme exponentiel
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- . 2 2
Aspects probabilistes - _ 1 [(X—,th) n (y_,UY) . ZPXY (x_HX) (y_IJ'Y)]
: 2 2 2
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. 2 2
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. _ 2 2 2
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2 PXy ,0 XY
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Factorisationdela o 2
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: 2(1-p2.,) '\ ox XY 7o 2 o2
Calcul de la densité XY Y
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= : _ SR S V6.1 QP '/ D5V 1 (y—py)
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Loi conditionnelle
dans un couple de
v.a.
Résumé
Densité conjointe
factorisée
Controle continu
Densité conjointe .
factorisée . Sciences &
Densité ; Fiﬂ;gﬁuﬂe
conditionnelle b &
: . ®
Lien avec la 4 Université Bretagne Sud

régression

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS  Licence-MIS | 2017-2018 | 24/38



Factorisation de la densité conjointe

Aspects statistiques

Aspects probabilistes B 1 [ X—pHx y-uy )2] 1 (y_'uY)Z
1 2(1-p%.) = OX Pxy =5y 2 g2
Aspects graphiques e XY Y
20 xoy\/(1-p3%)
. XY
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R 1 2 2 _p2 o o

appels — 1 oy 1 e 2(1-p%y) X Y

Factorisation du
terme exponentiel

—e
vanoy V2o xy/(1-p2,)

Factorisation de la
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Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
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Densité conjointe
factorisée
Controle continu

Densité conjointe
factorisée
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Calcul de la densité marginale
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Aspects probabilistes ¢
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Aspects calculatoires
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® pour trouver la densité marginale de Y

> il faut intégrer la densité conjointe par rapport a x
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Densité marginale
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Densité conjointe -
Rappels

Factorisation du
terme exponentiel

Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
dans un couple de
v.a.

Résumé

Densité conjointe
factorisée
Controle continu

Densité conjointe
factorisée
Densité
conditionnelle

Lien avec la
régression

® la densité marginale est donc

1 1 (y—py)?
e Y

V2TOy

% il s’agit d’'une densité gaussienne

— d’espérance uy
— d’écart-type oy
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Loi conditionnelle dans un couple de v.a.

®
>
>
>
®
>

Aspects statistiques

on rappelle que (cours de proba)

Aspects probabilistes ¢

[ densité conjointe du couple X, Y — fx y(x,y)

Aspects calculatoires

densité marginalede Y — fy(y) = [ fx ydx

Densité conjointe -
Rappels

densité marginale de X — fx(x) = [ fx,ydy
Factorisation du
terme exponentiel

on peut alors écrire

Factorisation de la
densité conjointe

densité conditionnelle de Y sachant X = x

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale E fY/X—x (y) — ny Y (x’ y)

Loi conditionnelle § o fX ( x)

dans un couplede -

v.a.

Résumé .

bensité conjolnie 2 > densité conditionnelle de X sachant Y =y

Controdle continu ;

Densité conjointe . fX, Y (X, y)

factorisée E fX/ Y=y (x) = Fagite
° sciences de

Lien avec la
régression

Université Bretagne Sud
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Résume

Aspects statistiques

Aspects probabilistes ¢

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Densité conjointe -
Rappels

Factorisation du
terme exponentiel

Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
dans un couple de
v.a.

Résumé

Densité conjointe
factorisée
Controle continu

Densité conjointe
factorisée
Densité
conditionnelle

Lien avec la
régression

laloi conjointe de X et Y est gaussienne bidimensionnelle
de parametres : ux, Uy, 05, 05 et oxy
la loi marginale de X est gaussienne unidimensionnelle
N . 2
de parametres : ux et 0%
laloi marginale de Y est gaussienne unidimensionnelle

> 2
de parametres uy et O'Y

®
>
®
>
®
>
®

la loi conditionnelle de X sachant Y = y est gaussienne
unidimensionnelle

> de parametres???

® laloi conditionnelle de Y sachant X = x est gaussienne
unidimensionnelle

> de parametres???
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Densité conjointe factorisée

Aspects statistiques

Aspects probabilistes

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Densité conjointe -
Rappels

Factorisation du
terme exponentiel

Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
dans un couple de
v.a.

Résumé

Densité conjointe
factorisée
Controle continu

Densité conjointe
factorisée
Densité
conditionnelle

Lien avec la
régression

La densité conjointe peut donc étre écrite sous la forme

2
_ 1 ey
1 2

e 7
V2T O x

X

(y—puy) (x—px)
[ O'YY —PXY O'XX ]2
(1-p% )

1 s
e
V2rmoy /(- p2y)

X
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Aspects statistiques

Aspects probabilistes ¢

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Densité conjointe -
Rappels

Factorisation du
terme exponentiel

Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
dans un couple de
v.a.

Résumé

Densité conjointe
factorisée
Controle continu
Densité conjointe
factorisée
Densité
conditionnelle

Lien avec la
régression

Controle continu

Soit un couple de variables aléatoires gaussiennes

de combien de parametres dépend ce modele?
quelle est la densité marginale de Y ?

de combien de parametres dépend-elle?
quelle est la densité conditionnelle de / X = x?
de combien de parametres dépend-elle?
quelle est I'espérance (conditionnelle) ?

quelle est la variance (conditionnelle) ?

N OO W
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Densité conjointe factorisée

Aspects statistiques

Aspects probabilistes ¢

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Densité conjointe -
Rappels

Factorisation du
terme exponentiel

Factorisation de la
densité conjointe

Calcul de la densité
marginale

Densité marginale

Loi conditionnelle
dans un couple de
v.a.

Résumé

Densité conjointe
factorisée
Controle continu
Densité conjointe
factorisée
Densité
conditionnelle

Lien avec la
régression

La densité conjointe peut donc étre écrite sous la forme

1 1 (—px)?
-3 3
e X
V2T O x
(y—py) (x—px) .2
1 _l[ O'YY -p Y O'XX ]
2

—
X (=% y)

e
\/EO-Y \/(]- o p%gy)

® le premier terme apparait comme la densité (marginale) de X

> le second terme est donc la densité conditionnelle de Y sachant
X=X
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Densité conditionnelle

Aspects statistiques E (x—pux)o

: 1 L 0=y —pxy A1
Aspects probabilistes ¢ 2 2 1_72

: oy (1=p%y)

Aspects calculatoires

: e
Aspects graphiques E /27.[ O.Y \/(1 . p2 )
: XY

Densité conjointe -

R | A ., » . . , .
. ® on reconnaitla densité gaussienne d’une variable aléatoire

Factorisation du
terme exponentiel

> d’espérance

Factorisation de la
densité conjointe

Calcql de la densité E Oy 05’6
marginale : My + PXy — (x - IUX) = Uy + 5 (x — HX)
Densité marginale E OXx UX

Loi conditionnelle
dans un couple de

v.a. . )
Résumé . » devariance

Densité conjointe E 2 . 2
factorisée E 0 Y ( ]- ,0 X Y)

Controle continu
Densité conjointe

L ]
factorisée o Faculté
4 sqenoesg:
Densité . gt
L]
conditionnelle 4 &
: . [
Llen avec la : Umiversité Bretagne Sud
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Aspects statistiques

Aspects probabilistes

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Lien avec la
régression simple

Lien avec la régression

Cas de la régression
multiple

Conclusion
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Lien avec la régression simple

Aspects statistiques

Aspects probabilistes ¢

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Lien avecla
régression simple

Cas de la régression
multiple

Conclusion

® le résultat précédent peut donc s’écrire

> E(Y/X=x)= ‘;—)g(x—ux)+uy:,60+,61xot1

_ — Oxy
b1 U%

— Po=—" Hx+py
soit Bo + P1px + Ky

> V(Y/X=x)= Y(l pXY)—GY—cT%(YZ{:U%

% on retrouve donc la formulation de la régression linéaire simple

® mais on a beaucoup plus

> le lien est naturellement linéaire (en régression on I'imposeou
on évoque un bon comportement des données)

> les parametres sont directement accessibles e
» la variance résiduelle (ou conditionnelle) est directemenw .

coefficient de corrélation - it i
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Cas de la régression multiple

Aspects statistiques

Aspects probabilistes ¢

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Lien avec la
régression simple

Cas de la régression
multiple

Conclusion

® les résultats précédents se généralisent sans difficulté a la
régression multiple

% seuls des aspects techniques de calcul matriciel sont en jeu

> on a donc une forme générale d’espérance conditionnelle
linéaire
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Aspects statistiques

Aspects probabilistes

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Conclusion

Conclusions

Conclusion
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Conclusions

Aspects statistiques

Aspects probabilistes ¢

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la
régression

Conclusion

Conclusions

® l'approche probabiliste gaussienne pour un couple de variables
quantitatives est tres fructueuse

> elle fournit la forme du lien de modélisation (ici linéaire)

» elle fournit aussi les estimateurs naturels des parametres du
modele

% nous allons appliquer cette méme démarche a un autre exemple
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