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✉ le modèle de régression linéaire a été présenté dans un cadre

statistique

— pour la régression simple

Y =β0 +β1x +E

— pour la régression multiple

Y =β0 +β1x1 +β2x2 + . . .+βp xp +E

avec

— E(E) = 0

— V(E) =σ2
E

— E et E ′ indépendants
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✉ il existe un cadre probabiliste correspondant

— plus restrictif

— plus compliqué

— mais plus riche

il s’agit du cadre gaussien multidimensionnel

✉ nous allons le présenter dans la suite

⋆ nous nous limiterons aux couples gaussiens

ça suffit pour comprendre



Cas univarié

Aspects statistiques

Aspects probabilistes

Cadre probabiliste

Cas univarié

Cas bivarié - 1

Cas bivarié - 2

Aspects graphiques

Aspects calculatoires

Lien avec la

régression

Conclusion

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS Licence - MIS | 2017 -2018 | 7 / 38

✉ Rappel : cadre gaussien unidimensionnel

f (x) =
1

p
2πσ

e
− 1

2

(x−µ)2

σ2

qui conduit à la courbe bien connue
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✉ en dimension 2, on généralise la distribution de Gauss

1

(2π)
n
2 |

∑
|
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e

−
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2
(x −µX | y −µY )

∑−1




x −µX

y −µY





où

X et Y sont les deux variables aléatoires

de variables muettes x et y

d’espérances µx et µy

de matrice de variance covarianceΣ

Σ=
(

σ2
X σX Y

σX Y σ2
Y

)
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✉ du point de vue des probas

Σ=
(

σ2
X σX Y

σX Y σ2
Y

)

matrice de variance covariance de y

✉ du point de vue de l’algèbre linéaire

Σ
−1 =

1

σ2
X
σ2

Y
−σ2

X Y

(
σ2

Y −σX Y

−σX Y σ2
X

)

✉ d’un point de vue analytique

f (x, y) =
1

2π
√

(σ2
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Y
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✉ on étudie la loi conjointe des deux variables aléatoires X et Y
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✉ on étudie la loi de X pour une valeur fixée de Y (= y)
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✉ il faut cependant renormaliser (la probabilité doit sommer à 1)
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✉ on peut vérifier que toutes les lois jointes sont identiques

à l’espérance près
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✉ on peut calculer pour tout valeur de x l’espérance E(Y /X = x)

et la représenter

⋆ c’est une droite (à la précision du graphique près)
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✉ on étudie la loi de X sans se soucier de (en cumulant sur) Y
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✉ on étudie la loi de X sans se soucier de (en cumulant sur) Y
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✉ la densité conjointe est

f (x, y) =
1

2π
√

(σ2
X
σ2

Y
−σ2

X Y
)

e
− 1

2

σ2
Y

(x−µX )2+σ2
X

(y−µY )2−2σX Y (x−µX )(y−µY )

σ2
X
σ2

Y
−σ2

X Y

=
1

2πσXσY

√

(1−ρ2
X Y
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e
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(x−µX )2

σ2
X

+ (y−µY )2

σ2
Y

−2ρX Y
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σX
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− 1
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1
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✉ pour trouver la densité marginale de Y

il faut intégrer la densité conjointe par rapport à x

∫
1p

2πσY
e

1
2

(y−µY )2

σ2
Y

1
p

2πσX
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✉ la densité marginale est donc

1
p

2πσY

e
1
2

(y−µY )2

σ2
Y

⋆ il s’agit d’une densité gaussienne

— d’espérance µY

— d’écart-type σY
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✉ on rappelle que (cours de proba)

densité conjointe du couple X ,Y → fX ,Y (x, y)

densité marginale de Y → fY (y) =
∫

fX ,Y d x

densité marginale de X → fX (x) =
∫

fX ,Y d y

✉ on peut alors écrire

densité conditionnelle de Y sachant X = x

fY /X=x (y) =
fX ,Y (x, y)

fX (x)

densité conditionnelle de X sachant Y = y

fX /Y =y (x) =
fX ,Y (x, y)

fY (y)
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✉ la loi conjointe de X et Y est gaussienne bidimensionnelle

de paramètres : µX , µY , σ2
X , σ2

Y et σX Y

✉ la loi marginale de X est gaussienne unidimensionnelle

de paramètres : µX et σ2
X

✉ la loi marginale de Y est gaussienne unidimensionnelle

de paramètres µY et σ2
Y

✉ la loi conditionnelle de X sachant Y = y est gaussienne

unidimensionnelle

de paramètres ? ? ?

✉ la loi conditionnelle de Y sachant X = x est gaussienne

unidimensionnelle

de paramètres ? ? ?
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La densité conjointe peut donc être écrite sous la forme

1
p

2πσX

e
− 1

2

(x−µX )2

σ2
X

×
1

p
2πσY

√

(1−ρ2
X Y

)
e
− 1

2

[
(y−µY )
σY

−ρX Y
(x−µX )
σX

]2

(1−ρ2
X Y

)
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Soit un couple de variables aléatoires gaussiennes

1. de combien de paramètres dépend ce modèle ?

2. quelle est la densité marginale de Y ?

3. de combien de paramètres dépend-elle ?

4. quelle est la densité conditionnelle de /X = x ?

5. de combien de paramètres dépend-elle ?

6. quelle est l’espérance (conditionnelle) ?

7. quelle est la variance (conditionnelle) ?
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La densité conjointe peut donc être écrite sous la forme

1
p

2πσX

e
− 1

2

(x−µX )2

σ2
X

×
1

p
2πσY

√

(1−ρ2
X Y

)
e
− 1

2

[
(y−µY )
σY

−ρX Y
(x−µX )
σX

]2

(1−ρ2
X Y

)

✉ le premier terme apparaît comme la densité (marginale) de X

le second terme est donc la densité conditionnelle de Y sachant

X = x
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1
p

2πσY

√

(1−ρ2
X Y

)
e
− 1

2

[(y−µY )−ρX Y
(x−µX )σY

σX
]2

σ2
Y

(1−ρ2
X Y

)

✉ on reconnaît la densité gaussienne d’une variable aléatoire

d’espérance

µY +ρX Y
σY

σX
(x −µX ) =µY +

σX Y

σ2
X

(x −µX )

de variance

σ2
Y (1−ρ2

X Y )
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✉ le résultat précédent peut donc s’écrire

E(Y /X = x) = σX Y

σ2
X

(x −µX )+µY =β0 +β1x où

— β1 = σX Y

σ2
X

— β0 =−σX Y

σ2
X

µX +µY

soit β0 +β1µX +µY

V (Y /X = x) =σ2
Y (1−ρ2

X Y ) =σ2
Y −σ2

X Y

σ2
Y

σ2
X

=σ2
E

⋆ on retrouve donc la formulation de la régression linéaire simple

✉ mais on a beaucoup plus

le lien est naturellement linéaire (en régression on l’imposeou

on évoque un bon comportement des données)

les paramètres sont directement accessibles

la variance résiduelle (ou conditionnelle) est directement liée au

coefficient de corrélation
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✉ les résultats précédents se généralisent sans difficulté à la

régression multiple

⋆ seuls des aspects techniques de calcul matriciel sont en jeu

on a donc une forme générale d’espérance conditionnelle

linéaire
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✉ l’approche probabiliste gaussienne pour un couple de variables

quantitatives est très fructueuse

elle fournit la forme du lien de modélisation (ici linéaire)

elle fournit aussi les estimateurs naturels des paramètres du

modèle

⋆ nous allons appliquer cette même démarche à un autre exemple
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