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Présentation du probleme

Introduction

Presenaionau ¢ @ ON veut maintenant travailler sur un couple de variables : QT x
probleme : QL

Aspects statistiques

> ex:lataille et le sexe
Modele probabiliste

> ex SDM : le fait de posséder la carte "Gold" et le revenu

> ex SIS : le taux de cholestérol et un antécédent cardio-vasculaire
(infarctus)

> lalargeur des sépales et la variété chez l'iris
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Introduction

Aspects statistiques

2, . . °
Donnees statistiques ¢

Visualisation

Modele probabiliste

Aspects statistiques
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Données statistiques

Introduction E
. S largeur.sépales variété
Aspects statistiques ¢ ## 1 3.2 versicolor
., . . ## 2 3.2 versicolor
Données statistiques E 44 3 3.1 versicolor
Visualisation N #it 4 2.3 versicolor
. ## 5 2.8 versicolor
Modele probabiliste E #it 6 2.8 versicolor
. #H 7 3.3 versicolor
. ##t 8 2.4 versicolor
E ## 9 2.9 versicolor
. ## 10 2.7 versicolor
. ## 11 2.0 versicolor
. ## 12 3.0 versicolor
. ## 13 2.2 versicolor
. #it 14 2.9 versicolor
2 ## 15 2.9 versicolor
. ## 86 3.0 virginica
. ## 87 3.4 virginica
: ## 88 3.1 wvirginica
. ## 89 3.0 virginica
. ## 90 3.1 virginica
g ## 91 3.1 wvirginica
. ## 92 3.1 virginica
## 93 2.7 virginica
£ ## 94 3.2 virginica
. ## 95 3.3 virginica
## 96 3.0 virginica
b ## 97 2.5 virginica
. ## 98 3.0 virginica
## 99 3.4 virginica t
L ## 100 3.0 virginica o
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Visualisation

Introduction E
Aspects statistiques ¢ I
Données statistiques E
Visualisation : To RN E
: ™ !
Modele probabiliste E ; |
5 o | :
: ™
. To R :
: N 1 :
E o E Faculté
. N 2 i
o I'ingénieur
3 ' | ¢
: versicolor virginica [
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Position du probleme

Introduction

® on va prendre I'exemple du sexe et de la taille (plus imagé)

Aspects statistiques

\ N > une variable qualitative a deux modalités [ et m
Modele probabiliste

Position du : > une variable quantitative continue

probleme

Quelques souvenirs

de proba - 1 % on cherche un modele probabiliste pour le couple

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe

Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange

Résultat
intermédiaire
Loi conditionnelle

Loi conditionnelle
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Quelques souvenirs de proba - 1

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modele
homo-scédastique
Etude analytique

b I . S .

® le sexe peut étre modélisé par une variable aléatoire de
Bernoulli

> "on tire le sexe dans une urne contenant une proportion i de
boules [ et une proportion 1 —x de boules m

> le modele s’écrit :

pS=f)=nr p(S=m)=1-mny

Faculté
sciences &
sciences de

I'ingénieur
&
®

Université Bretagne Sud

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS  Licence-MIS | 2017-2018 | 9/30



Quelques souvenirs de proba - 2

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
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simplifiée

Cas particulier du
modele
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Etude analytique

h I . S .

® la taille est une variable naturellement continue que I'’on peut
modéliser par une loi de gauss

% il est connu que les tailles des filles et des garcons différent

% d'un point de vue probabiliste il s’agit donc de tailles
conditionnelles

>» on écritdonc:

1 1 (x—uf)
02
fr=———e 7
V2O f
1 _% (X—,Uzg)
(X) = ——e ¢
Im \/27’[0'g
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Position du
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modele
homo-scédastique
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Résumé de la situation

Modele de couple bernouléo-gaussien

Un (il peut y en avoir d’autre) modele de couple bernouléo-
gaussien est donnée par :

— une variable aléatoire de Bernoulli

— une densité conditionnelle gaussienne

2
_ 1 (x—py)
1 >

(N)=—=—e " 7
h T

1 Lot
foX) =——e ~ 70
V2O

p(B=1)=mn, p(B=0)=1-7
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Loi conjointe

Introduction
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® laloi conjointe est donnée par la probabilité d'un sexe p(S) et la
densité d'une taille f(x)

>» SOit
1(x—uf)2
(S= et flx) = ( L g
=\FTITF X ——
p v
1 1 ampg)®
2

p(S=m)et f(x)=(mg,mg x

—e
\/Znag
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Représentation graphique

Introduction

® on peut « représenter » la loi conjointe de S et X

Aspects statistiques

: . > les filles en rose et les garcons en bleu!
Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba -1
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situation

Loi conjointe

Représentation
graphique

Lois marginales - 1

Loi marginale - 2
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intermédiaire
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Lois marginales - 1

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modele
homo-scédastique
Etude analytique

b I . S .

® laloi marginale sur de S est déja connue

> on laretrouve en cumulant les probabilités le long des courbes

> elle est équivalente au barplot

Faculté
sciences &
sciences de

I'ingénieur
&
®

Université Bretagne Sud

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS  Licence-MIS | 2017-2018 | 14/30




Loi marginale - 2

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modele
homo-scédastique
Etude analytique

h I (. S .

® la densité marginale de X est facilement obtenue par addition
des deux densité conditionnelles fr(x) et f,(x)

> on obtient

1 e R
fX)=npx——e 7 +(1-mp)x ° %

—e
V2O f V2o g

04

03

f(x)S

01
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Lois de mélange

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2
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Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
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® la densité marginale de la variable continue est une loi dite « de
mélange »

> on mélange deux lois de Gauss (les filles et les garcons)

® laforme des lois de mélanges gaussiens est tres variable
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Résultat intermédiaire

Introduction

Densité marginale d'un couple bernouléo-gaussien

Aspects statistiques

Modele probabiliste _ ; La densité marginale d'un couple bernouléo-gaussien est
Position du N . . . c .
probleme : une densité de mélange gaussien obtenue par combinaison
e (convexe) de deux densités gaussiennes
Quelques souvenirs
de proba - 2 . 1 (x—yl)2 1 1 (x—,u0)2
Résumé de la . ( ) — T % 2 U% 4 (1 . ) . 2 0%
situation J f X)=T \/—]_[0_ e T \/ﬁo_ e

: 1 0

Loi conjointe

Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange

Résultat
intermédiaire
Loi conditionnelle

Loi conditionnelle
Faculté

. l.ﬁ P L]
simplinee ° sciences &
sciences de

Cas particulier du E l'ingénieur .
modele 4 .
homo-scédastique ¢
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Loi conditionnelle

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modele
homo-scédastique
Etude analytique
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® laloi conditionnelle de la taille sachant le sexe est déja connue
> elle a été utilisée dans la modélisation

® on peut étudier la loi conditionnelle du sexe sachant la taille

oy Gk
1 2 o
Tf X e f
f V27O ¢
(X)) = ;
_1WHp) 1 (ug)?
Tpx—L—e ' T 4mox—L—e
f V21O s § V2nog
| _l(x—/vtm)2
27 2
Ty X e Tm
m V27O,
Tm(X) = >
_ 1 kg 1 (-ug)?
nfxlezai” F X ———e
V27o s § V2nog
Faculté
&
®
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Loi conditionnelle simplifiée

Introduction

® on se limite a la loi pour les filles (analogue pour les garcons)

Aspects statistiques

Modgle probabiliste _ * 1 (x—p f)2
Position du : T e X 1 e 2 0?
probleme E f mo_f
Quelques souvenirs . T f (x) = :
de proba - 1 E 1 (x—uf) . (x—,ug)2
Quelques souvenirs ¢ 1 2 g2 1 2,2
de proba - 2 . Tl«'fx \/— e ! +T[gx e g
: 2n0 V27O
Résumé de la . f g
situation . 1
Loi conjointe —
Repré - : 1 ) (x—pp)?
eprésentation . -3 5 — 5
graphique 4 1+ E ﬂ e Tg g f
Lois marginales-1 ¢ Ty Og
Loi marginale - 2 E ]_
Lois de mélange o 2 2
. b 1 11 pg H pg H
Résultat : T _5[xz(_z__z)_zjc(_«g__g)+(_§__£)]
intermédiaire . 1+ rgvf Og O f Og O f Og O f
; Py e
Loi conditionnelle fvs
Loi conditionnelle 1
simplifiée ! — Sciences &

sciences de

[ 2 cience
Cas particulier du 4 1 _I_ e (a O + a]_ X+ 052 X ) l'ingénieur
modele 4 :
homo-scédastique ¢
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Cas particulier du modele homo-scédastique

Introduction
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Position du
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de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
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Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
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simplifiée

Cas particulier du
modele
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Etude analytique
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T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS

® on appelle homoscédasticité ’homogéneité (I'égalité ou la
constance) de la variance

> C’est donc un terme « savant » pour isovariance
® dans notre cas, il s’agit de la variance des filles et des garcons
* sio? = 0% le modele se simplifie sensiblement

f
> en effet le terme quadratique disparait

® le modele global d’espérance conditionnelle a donc la forme

Faculté
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I'ingénieur
&
®
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Etude analytique

Introduction

® les fonctions qui a x associent

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Ja,p0) = 1+ aeb*

Quelques souvenirs

de proba - 1 > ont pour graphes

Quelques souvenirs

de proba - 2

Résumeé de la
situation

10

Loi conjointe

Représentation
graphique

Lois marginales - 1

0.6

Loi marginale - 2
Lois de mélange

fa, B(X)

Résultat
intermédiaire

0

Loi conditionnelle

0.2

Loi conditionnelle
simplifiée
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Fonction logistique

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe

Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du

modele
homo-scédastique

Etude analytique

b p R [ L

® on a coutume d’utiliser aussi (en particulier en statistique) une
forme différente

% mais équivalente

f(x)= T Ger B

> on l'appelle fonction logistique

% traditionnellement (mais ce n’est pas obligatoire) on positionne
la modalité « haute » a droite
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Fonction logistique

Introduction

> le graphe est donc de la forme

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

1.0

Quelques souvenirs
de proba -1

Quelques souvenirs
de proba - 2

0.8

Résumeé de la
situation

0.6

Loi conjointe

Représentation
graphique

f(x)

0.4

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2

Lois de mélange

0.2
l

Résultat
intermédiaire
Loi conditionnelle

Loi conditionnelle
simplifiée

0.0
l
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modele
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Formes logistiques

Fonction logistique

LLa fonction

e(ﬁ()-'_ﬁlx)
1 + e~ (Bo+p1x) - 1 + e(Bot+p1x)

I B0, (X) =

— intervient naturellement dans la forme conditionnelle
d'une variable aléatoire de Bernoulli par une variable
aléatoire gaussienne

— elle correspond a la forme statistique de la fonction lo-
gistique plus classiquement écrite analytiquement

fa,p(x) = 1+ae Px

> onaen effet ae™F* = 0 (@-FX)

UBS  Licence-MIS | 2017-2018 |
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Lien entre les écritures - Cas homoscédastique

Introduction

Aspects statistiques
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Représentation
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® on dispose donc de deux écritures

> [’écriture issue de la loi conjointe

1 1

7o —Lax(Hzte ) (H1H ) (R LML L i)
1+ %02 52 o2 l1+e -z )25 1~Inmg
T

» [’écriture conditionnelle générique

1
1+ e~ Bot+h1x)

® on adonc les analogies

2 — U pats
Hl - H sciennesr?e

- 1 lingénieur
ﬁlz%) ﬁOZ_E(TO)"‘(lnT[l—InT[O) M:

Université Bretagne Sud
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Lien entre les écritures - Cas hétéroscédastique

Introduction

® Ecriture issue de la loi conjointe

Aspects statistiques

Modele probabiliste § 1
g?‘igliggsu —l[—xz(%—%)+2x(”—§—”—g)—(é—u—§)]
° 2
Quelques souvenirs E ]_ + % % e 91 9% 91 %0 91 9o
de proba - 1 120
Quelques souvenirs
d ba - 2 e " s s e
S ® écriture conditionnelle générique
Résumé de la
situation
Loi conjointe . 1
Représentation . _ 2
graphique E 1+ e (:60+ﬁ1x+,62x )
Lois marginales - 1 .
tormarginale =2+ @ on a donc les analogies
Lois de mélange A
Résultat .
intermédiaire E ﬁ _ 1 i . i) ﬁ N (& . @
Loi conditionnelle § 2~ 2 0-2 0-2 ! 1= 0-2 0-2
Loi conditionnelle £ 1 0 1 0
simplifiée . Sciences &
Cas Rarticulier du - _ 1 ’u% ’u(z) ngtrieur "
modele 1 IBO———(———)+(1n7'[1_lnﬂ:())_(lno'l_lno-()) @
homo-scédastique ¢ 2 2 2 il
E 0- 1 0-0 Umiversité Bretagne Sud
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Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2
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Estimation des parametres du modele

Estimateurs du maximum de vraisemblance conjoint

Les estimateurs du maximum de vraisemblance conjoint de

p1 et Bo sur le modele

1
nﬁOrﬁl (x) — 1 4+ e—(ﬁ0+ﬂ1X)
sont , ,
(M7 — M) 1 My —M;
By = , Bop=—— +(InP;—1InP
e 5 0 2( 32 )+ (nP 0)
ol

— M, et My sont les estimateurs classiques des espérances
des deux groupes

— §° estI'estimateur classique (corrigé ou non pour le non
biais) de la variance commune aux deux groupes

— P; et Pp =1— P, sont les estimateurs classiques des pro-
babilités des deux groupes

|
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Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modele
homo-scédastique
Etude analytique

h I (. S . A

T. M

Fonction logistique et Modele linéaire

® On dispose de la fonction logistique

X
Y_ 1 :e

T 14e* 1+e*

® On dispose du modele linéaire

E(Y)=fo+X"_, Bix’

> On peut donc combiner ces deux modeles en

1 _ e(ﬂ0+2?:1ﬁixi)

E(Y) = = = .
) 1+ ePorTiig Bix)  qy plPorT, fix)




Modele linéaire généralisé

Introduction

Aspects statistiques

Modele probabiliste

Position du
probléeme

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle
Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modele
homo-scédastique
Etude analytique

h I (. S . A

® Les modeles linéaires généralisés se caractérisent

1. parladensité de la variable aléatoire concernée (modele) : Ici
une loi de Bernoulli (généralisable a plusieurs modalités
2. par la fonction de lien utilisée

> lien canonique ou naturel : logit

> d’autres liens hors programme

Faculté
sciences &
sciences de

I'ingénieur
&
®
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Modele logit et modele non linéaire

Introduction

® Le modele logistique est un modele linéaire généralisé :

Aspects statistiques

\ N > simple dans la forme,
Modele probabiliste

Position du : % mais cependant non linéaire (exception pour le cas gaussien)

probléeme

Quelques souvenirs

b y o o
a1 > Les problemes d’estimation sont assez complexes

Quelques souvenirs

de proba - 2 % C’est une différence importante avec la régression

Résumeé de la
situation

Loi conjointe
Représentation
graphique

Lois marginales - 1
Loi marginale - 2
Lois de mélange
Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle

Loi conditionnelle
Faculté

. l.ﬁ P L]
simplinee ° soiences &
sciences de

Cas ) articulier du E l'ingénieur .
modele 4 .
homo-scédastique ¢
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