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✉ on veut maintenant travailler sur un couple de variables : QT ×
QL

ex : la taille et le sexe

ex SDM : le fait de posséder la carte "Gold" et le revenu

ex SIS : le taux de cholestérol et un antécédent cardio-vasculaire
(infarctus)

la largeur des sépales et la variété chez l’iris
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## largeur.sépales variété

## 1 3.2 versiolor

## 2 3.2 versiolor

## 3 3.1 versiolor

## 4 2.3 versiolor

## 5 2.8 versiolor

## 6 2.8 versiolor

## 7 3.3 versiolor

## 8 2.4 versiolor

## 9 2.9 versiolor

## 10 2.7 versiolor

## 11 2.0 versiolor

## 12 3.0 versiolor

## 13 2.2 versiolor

## 14 2.9 versiolor

## 15 2.9 versiolor

## 86 3.0 virginia

## 87 3.4 virginia

## 88 3.1 virginia

## 89 3.0 virginia

## 90 3.1 virginia

## 91 3.1 virginia

## 92 3.1 virginia

## 93 2.7 virginia

## 94 3.2 virginia

## 95 3.3 virginia

## 96 3.0 virginia

## 97 2.5 virginia

## 98 3.0 virginia

## 99 3.4 virginia

## 100 3.0 virginia
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✉ on va prendre l’exemple du sexe et de la taille (plus imagé)

une variable qualitative à deux modalités f et m

une variable quantitative continue

⋆ on cherche un modèle probabiliste pour le couple
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✉ le sexe peut être modélisé par une variable aléatoire de
Bernoulli

"on tire le sexe dans une urne contenant une proportion π de
boules f et une proportion 1−π de boules m

......

le modèle s’écrit :

p(S = f ) =π f , p(S = m) = 1−π f
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✉ la taille est une variable naturellement continue que l’on peut
modéliser par une loi de gauss

⋆ il est connu que les tailles des filles et des garçons différent

⋆ d’un point de vue probabiliste il s’agit donc de tailles
conditionnelles

on écrit donc :

f f (x) =
1

p
2πσ f

e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f

fm(x) =
1

p
2πσg

e
− 1

2

(x−µg )2

σ2
g
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Modèle de couple bernouléo-gaussien

Un (il peut y en avoir d’autre) modèle de couple bernouléo-
gaussien est donnée par :

— une variable aléatoire de Bernoulli

p(B = 1) =π, p(B = 0) = 1−π

— une densité conditionnelle gaussienne

f1(x) =
1

p
2πσ1

e
− 1

2
(x−µ1)2

σ2
1

f0(x) =
1

p
2πσ0

e
− 1

2
(x−µ0)2

σ2
0
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✉ la loi conjointe est donnée par la probabilité d’un sexe p(S) et la
densité d’une taille f (x)

soit

p(S = f ) et f (x) = (π f ,π f ×
1

p
2πσ f

e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f )

p(S = m) et f (x) = (πg ,πg ×
1

p
2πσg

e
− 1

2

(x−µg )2

σ2
g )
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✉ on peut « représenter » la loi conjointe de S et X

les filles en rose et les garçons en bleu!
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✉ la loi marginale sur de S est déjà connue

on la retrouve en cumulant les probabilités le long des courbes

elle est équivalente au barplot

0.0
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0.2
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0.4
0.5

0.6
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✉ la densité marginale de X est facilement obtenue par addition
des deux densité conditionnelles f f (x) et fm(x)

on obtient

f (x) =π f ×
1

p
2πσ f

e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f + (1−π f )×

1
p

2πσg

e
− 1

2

(x−µg )2

σ2
g

0.0
0.1

0.2
0.3

0.4

f(x)
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✉ la densité marginale de la variable continue est une loi dite « de
mélange »

on mélange deux lois de Gauss (les filles et les garçons)

✉ la forme des lois de mélanges gaussiens est très variable
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Densité marginale d’un couple bernouléo-gaussien

La densité marginale d’un couple bernouléo-gaussien est
une densité de mélange gaussien obtenue par combinaison
(convexe) de deux densités gaussiennes

f (x) =π×
1

p
2πσ1

e
− 1

2
(x−µ1)2

σ2
1 + (1−π)×

1
p

2πσ0
e
− 1

2
(x−µ0)2

σ2
0
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✉ la loi conditionnelle de la taille sachant le sexe est déjà connue

elle a été utilisée dans la modélisation

✉ on peut étudier la loi conditionnelle du sexe sachant la taille

π f (x) =
π f ×

1p
2πσ f

e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f

π f ×
1p

2πσ f
e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f +πg ×

1p
2πσg

e
− 1

2

(x−µg )2

σ2
g

πm(x) =
πm × 1p

2πσm
e
− 1

2
(x−µm )2

σ2
m

π f ×
1p

2πσ f
e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f +πg ×

1p
2πσg

e
− 1

2

(x−µg )2

σ2
g
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✉ on se limite à la loi pour les filles (analogue pour les garçons)

π f (x) =
π f ×

1p
2πσ f

e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f

π f ×
1p

2πσ f
e
− 1

2

(x−µ f )2

σ2
f +πg ×

1p
2πσg

e
− 1

2

(x−µg )2

σ2
g

=
1

1+
πg

π f

σ f

σg
e
− 1

2 (
(x−µg )2

σ2
g

−
(x−µ f )2

σ2
f

)

=
1

1+
πg

π f

σ f

σg
e
− 1

2 [x2( 1
σ2

g
− 1

σ2
f

)−2x(
µg

σ2
g
−

µ f

σ2
f

)+(
µ2

g

σ2
g
−

µ2
f

σ2
f

)]

=
1

1+e(αO+α1x+α2x2)
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✉ on appelle homoscédasticité l’homogéneité (l’égalité ou la
constance) de la variance

c’est donc un terme « savant » pour isovariance

✉ dans notre cas, il s’agit de la variance des filles et des garçons

⋆ si σ2
f
=σ2

g le modèle se simplifie sensiblement

en effet le terme quadratique disparaît

x2(
1

σ2
g

−
1

σ2
f

) = 0

✉ le modèle global d’espérance conditionnelle a donc la forme

1

1+e(α0+α1x)
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✉ les fonctions qui à x associent

fα,β(x) =
1

1+αeβx

ont pour graphes
0.0

0.2
0.4

0.6
0.8

1.0

fα, β(x)
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✉ on a coutume d’utiliser aussi (en particulier en statistique) une
forme différente

⋆ mais équivalente

f (x) =
1

1+e−(β0+β1x)

on l’appelle fonction logistique

⋆ traditionnellement (mais ce n’est pas obligatoire) on positionne
la modalité « haute » à droite
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le graphe est donc de la forme

−10 −5 0 5 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

f(x)
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Fonction logistique

La fonction

fβ0,β1 (x) =
1

1+e−(β0+β1 x)
=

e(β0+β1 x)

1+e(β0+β1x)

— intervient naturellement dans la forme conditionnelle
d’une variable aléatoire de Bernoulli par une variable
aléatoire gaussienne

— elle correspond à la forme statistique de la fonction lo-
gistique plus classiquement écrite analytiquement

fα,β(x) =
1

1+αe−βx

on a en effet αe−βx = e(ln (α)−βx)
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✉ on dispose donc de deux écritures

l’écriture issue de la loi conjointe

1

1+ π0
π1

e
− 1

2 [2x(
µ1−µ0
σ2 )−(

µ2
1−µ

2
0

σ2 )]
=

1

1+e
−[x(

µ1−µ0
σ2 )− 1

2 (
µ2

1−µ
2
0

σ2 )+(lnπ1−lnπ0)]

l’écriture conditionnelle générique

1

1+e−(β0+β1 x)

✉ on a donc les analogies

β1 =
µ1 −µ0

σ2 , β0 =−
1

2
(
µ2

1 −µ2
0

σ2 )+ (lnπ1 − lnπ0)
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✉ écriture issue de la loi conjointe

1

1+ π0
π1

σ1
σ0

e
− 1

2 [−x2( 1
σ2

1
− 1

σ2
0

)+2x(
µ1
σ2

1
−

µ0
σ2

0
)−(

µ2
1

σ2
1
−

µ2
0

σ2
0

)]

✉ écriture conditionnelle générique

1

1+e−(βO+β1 x+β2x2)

✉ on a donc les analogies

β2 =−
1

2
(

1

σ2
1

−
1

σ2
0

), β1 = (
µ1

σ2
1

−
µ0

σ2
0

)

β0 =−
1

2
(
µ2

1

σ2
1

−
µ2

0

σ2
0

)+ (lnπ1 − lnπ0)− (lnσ1 − lnσ0)
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Estimateurs du maximum de vraisemblance conjoint

Les estimateurs du maximum de vraisemblance conjoint de
β1 et β0 sur le modèle

πβ0,β1 (x) =
1

1+e−(β0+β1x)
sont

B1 =
(M1 −M0)

S2 , B0 =−
1

2
(

M 2
1 −M 2

0

S2 )+ (lnP1 − lnP0)

où

— M1 et M0 sont les estimateurs classiques des espérances
des deux groupes

— S2 est l’estimateur classique (corrigé ou non pour le non
biais) de la variance commune aux deux groupes

— P1 et P0 = 1−P1 sont les estimateurs classiques des pro-
babilités des deux groupes
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Introduction

Aspects statistiques

Modèle probabiliste

Position du
problème

Quelques souvenirs
de proba - 1

Quelques souvenirs
de proba - 2

Résumé de la
situation

Loi conjointe

Représentation
graphique

Lois marginales - 1

Loi marginale - 2

Lois de mélange

Résultat
intermédiaire

Loi conditionnelle

Loi conditionnelle
simplifiée

Cas particulier du
modèle
homo-scédastique

Étude analytique

Fonction logistique

T. Dhorne - www.dhorne.education | UBS Licence - MIS | 2017 -2018 | 28 / 30

✉ On dispose de la fonction logistique

Y = 1
1+e−x = ex

1+ex

✉ On dispose du modèle linéaire

E(Y ) =β0 +
∑p

i=1βi xi

On peut donc combiner ces deux modèles en

E(Y ) = 1

1+e
(β0+

∑p
i=1 βi xi )

= e
(β0+

∑p
i=1

βi xi )

1+e
(β0+

∑p
i=1 βi xi )
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✉ Les modèles linéaires généralisés se caractérisent

1. par la densité de la variable aléatoire concernée (modèle) : Ici
une loi de Bernoulli (généralisable à plusieurs modalités

2. par la fonction de lien utilisée

lien canonique ou naturel : logit

d’autres liens hors programme
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✉ Le modèle logistique est un modèle linéaire généralisé :

simple dans la forme,

⋆ mais cependant non linéaire (exception pour le cas gaussien)

Les problèmes d’estimation sont assez complexes

⋆ C’est une différence importante avec la régression
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